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1 Resumo 

Esta monografia apresenta o conceito de polinómio gerador de primos, o motivo prin¬ 
cipal pelo qual estes foram escolhidos para serem estudados, algumas de suas restrições e 
exemplos mais conhecidos. São discutidas algumas propriedades do Polinómio de Euler, 
suas variações, e a distribuição de primos em seu conjunto imagem através de métodos 
computacionais bastante elementares. Outros padrões em sequências de primos são apon¬ 
tados e a busca por padrões mais simples é defendida. 

Palavras-chave: Euler; Padrões; Polinómio; Primos; Sequências. 


2 Introdução 

Para a maioria das pessoas, os números são no máximo uma ferramenta, mas ma¬ 
temáticos se dedicam a os estudar desde muito antes do ano 1 do calendário cristão. 

E definido como primo todo número natural que possua exatamente dois divisores, ou 
seja, um número primo possui apenas os divisores triviais: o número 1 e ele mesmo. Os 
números primos são especialmente importantes pois, graças ao Teorema Fundamental da 
Aritmética, sabemos que todo número natural maior que 1 pode ser escrito de maneira 
única como uma multiplicação de fatores primos. Números primos são os átomos da 
aritmética. 

E de se esperar que um tema tão antigo quanto os números primos, e que é estudado 
ainda hoje, tenha diversos mistérios que o cerquem. Um destes “mistérios” será discutido 
nesta monografia: Polinómios capazes de gerar sequên-cias de números primos. 

Originada de perguntas como “existem funções capazes de gerar todos os números 
primos?”e “existem funções que geram apenas números primos?”, esta monografia tem 
como foco as funções polinomiais univariacionais de coeficientes inteiros, pois estas são 
essencialmente simples e deseja-se sempre tratar de assuntos mais complexos a partir de 
outros mais elementares. 


3 Polinómios Geradores de Números Primos 


Existem funções muitos mais complexas que as polinomiais, capazes de gerar apenas 
números primos, como a função abaixo, construída por C. P. Willans, que retorna o 
n-ésimo número primo: 

2” I ,-1 


P n 




n 

l + 7T(i) 


Estas funções são, entretanto, pouco eficientes. É fácil ver que até o cálculo para 
pequenos valores de n já é bastante exaustivo uma vez que o limite superior do somatório 
cresce exponencialmente e a função n(x), que retorna o número de primos até x, é des¬ 
contínua e também difícil de se calcular com precisão. 

Polinómios, por outro lado, são bem-comportados e fáceis de se estudar, mas as per¬ 
guntas a serem feitas mudam um pouco. Nenhum polinómio univariacional de coeficientes 
inteiros é capaz de gerar apenas números primos, como demonstrado a seguir: 
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Dado P(n) = an m + bn 1 + c, polinómio de grau m > 1 de coeficientes inteiros e 

c^O, c\P(n) Vn múltiplo de c pois 

P{n) = P(ac) = aa m c m + ... + k/c 1 + c 

Caso c seja primo, poderia argumentar-se que P(ac), um múltiplo de c, poderia ser o 
próprio c (e portanto primo), mas como P(n ) é polinómio este poderia assumir tal valor 
apenas um número finito de vezes, enquanto os múltiplos de c são infinitos. Além disso, 
caso c — 0, basta fatorar o polinómio e aplicar o mesmo argumento já apresentado para 
o caso 0. 

Chamamos de Polinómios Geradores de Primos os polinómios capazes de gerar uma 
longa sequência de números primos. Abaixo, uma imagem/tabela com alguns polinómios 
cujas imagens são compostas apenas por números primos para domínios reduzidos: 


Polinómio 

Primos de 0 a n 

Primos distintos 

0EIS 

Referência 

í (« 5 - 133 n 4 + 6729 n 3 - 158 379a 2 + 1720294 a - 6823 316) 

56 

57 


Dress and Landreau (2002), Gupta (2006) 

r (n 6 - 126 » s +6217 a 4 - 153066 n 3 + 1987786 a 2 - 13055316a 

+ 34747236) 54 

55 


Wroblewski and Meyrignac (2006) 

a 4 - 97 a 3 + 3294 a 2 - 45458 a + 213 589 

49 

49 


Beyleveld (2006) 

a 5 - 99 a 4 + 3588 1. 3 - 56 822 a 2 + 348 272 a - 286 397 


47 


Wroblewski and Meyrignac (2006) 

-66 a 3 + 3845 a 2 -60 897a + 251831 

45 

46 


Kazmenko and Trotimov (2006) 

36 n 2 - 810b + 2753 

44 


A050268 

Fung and Ruby 

3 B 3 - 183 b 2 + 3318 b -18757 


43 


S. M. Ruiz (pers. comm , Nov. 20,2005) 

47 b 2 -1701b + 10181 

42 

43 

A050267 

Fung and Ruby 

103 b 2 - 4707 b + 50 383 

42 

43 


Speiser (pers. comm., Jun. 14,2005) 

B 2 - B + 41 

40 

40 

A005846 

Euler 

42b 3 + 270 b 2 - 26436 b + 250703 

39 

40 


wroblewski and Meyrignac 

43b 2 -537b + 297I 

34 

35 


J. Brox (pers. comm.. Mar. 27,2006) 

8 b 2 -488 b + 7243 

61 

31 


F. Gobbo (pers. comm., Dec. 27,2005) 

6 b 2 - 342 b +4903 

57 

29 


J. Brox (pers. comm.. Mar. 27,2006) 

2b 2 +29 

28 

29 

A007641 

Legendre (1798) 

7 b 2 -371 b + 4871 

23 

24 


F. Gobbo (pers. comm., Dec. 26,2005) 

B 4 + 29b 2 + 101 19 

20 


E. Pegg, Jr. (pers. comm., Jun. 14,2005) 

3b 2 + 39b + 37 17 

18 


A. Bruno (pers. comm., Jun. 12,2009) 

b 2 +b + 17 15 

16 

A007635 

Legendre 

4b 2 +4b + 59 13 

14 

A048988 

Honaker 

2b 2 + 11 10 

11 A050265 

B 3 + B 2 + 17 10 

11 A050266 


Imagem 1: Alguns Polinómios Geradores de Primos 

As perguntas agora passam a ser “para quais intervalos o polinómio sempre retorna 
um número primo?”, “O polinómio para de produzir números primos em definitivo para n 
suficientemente grande?”, “Existem semelhanças entre estes polinómios?” , entre outras. 

Veremos na subseção seguinte algumas informações sobre o Polinómio de Euler, um 
polinómio gerador de primos dos mais famosos. 

3.1 O Polinómio de Euler 

A função polinomial P(n ) = n 2 — n + 41, chamada de Polinómio de Euler por ter sido 
descoberto por Leonhard Euler, é um ótimo exemplo de função capaz de gerar números 
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primos. Alguém que a veja e resolva fazer alguns poucos testes pode até se enganar e 
achar que ela gera apenas números primos, mas logo torna-se claro que, no mínimo, todo 
n múltiplo de 41 será mapeado a um número composto, uma vez que: 

Va e N, P(41a) = (41a) 2 - (41a) + 41 
P(41a) = 41(41a 2 ) - 41a + 41 
P(41a) = 41(41a 2 - a- 1) =*• 41|P(41a)Va € N 
Vejamos a seguir alguns valores de P(n), tabelados na ordem em que aparecem: 


Tabela 1: Primalidade dos Valores de P(n) 


n 

P(n) 

Primo 

1 

41 

Sim 

2 

43 

Sim 

3 

47 

Sim 

4 

53 

Sim 

5 

61 

Sim 

39 

1523 

Sim 

40 

1601 

Sim 

41 

1681 

Não 

42 

1763 

Não 

43 

1847 

Sim 


O primeiro valor de n a ser mapeado para um número composto é justamente n — 41, 
mas a função continua retornando números primos para alguns n > 41. 

A partir do Polinómio de Euler (e de qualquer outro polinómio gerador de primos) é 
possível gerar vários outros polinómios com as mesmas propriedades, mas que ainda são 
o mesmo em essência. 

Tomemos Q(n) = n 2 -2999n + 2248541, que produz 80 primos de n = 1460 a n = 
1539, como exemplo. Q(n), desmascarado por algumas manipulações algébricas, torna-se 
(n — 1499) 2 — (n — 1499) + 41, ou seja, P(n — 1499). 

Os 80 primos produzidos por Q(n) são, portanto, os mesmos 40 primos distintos do 
Polinómio de Euler, obtidos de n = 1 a n = 40. Como funções polinomiais de grau 2 têm 
um eixo vertical de simetria no vértice, cada valor aparece duas vezes. 

Na próxima subseção veremos mais informações sobre os valores de P(n). 

3.1.1 Um breve estudo numérico do Polinómio de Euler 

Felizmente, hoje testes de primalidade são muito mais fáceis de serem realizados do que 
eram no passado. A seguir veremos um diminuto programa escrito em C especialmente 
para esta monografia. Seu objetivo é verificar a primalidade dos valores de P(n) até um 
n máximo previamente definido (10 6 , no caso) e contar quantos são os valores de P(n) 
primos. 
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#include <stdio.h> 
#include <math.h> 


#define MAX 1000000 

int main(){ 

int primality,counter; 
long long int y,n,i; 
for(n=0, counter=0;n<=MAX;n++){ 
y = (n*n - n + 41); 

printf ("n=°/„lli and p(n) = °/„lli\n" ,n,y); 

for(i=2, primality=l;i<=sqrt(y);i++){ 
if (y°/ 0 i==0){ 

printf (" 0 / 0 lli is not prime, it is divisible by °/„lli\n\n" ,y,i) ; 

primality=0; 

break;}} 

if (primality==l) {printf ("°/ 0 lli is a prime number. \n\n", y); 
counter++;}> 

printf ("There were °/ 0 d prime values for P(n)",counter); 
return 0;} 


Alguns dos resultados obtidos através do algoritmo: 


Tabela 2: Proporção de primos em n e P(n) 
n N° de Primos no Domínio N° de Primos na Imagem 


40 

12 

40 

100 

25 

87 

1000 

168 

582 

10000 

1229 

4150 

100000 

9592 

31986 

1000000 

78498 

261082 


A Tabela 2 faz uma relação entre a quantidade de primos no domínio da função e em 
sua imagem. Para n = 1000, por exemplo, temos que o conjunto Dom = {1,2,..., 1000} 
possui 168 números primos e o conjunto Im = (P(l), P(2),..., P(1000)} possui 582 
números primos. 

O Teorema dos Números Primos diz que 


r n ( x ) _ i 

x^oox/híX 


Ou seja, que a quantidade de números primos até x, 7r(x), é assintótica a (x/ lnx). 

Na tabela acima podemos verificar que a distribuição de primos no domínio está de 
acordo com o que diz o teorema, como esperado, mas que o mesmo não pode ser dito 
da distribuição de primos na imagem. Como estamos avaliando P(n) para valores de n 
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até a ordem de 10 6 , é seguro inferir que esse desequilíbrio não é causado somente pelos 
40 primeiros valores de P(n ) ou pelo fato do polinómio sempre gerar números ímpares, 
e que, por comparação das linhas da tabela, P(n) não para de mapear valores de n a 
primos com maior frequência do que eles aparecem no próprio domínio. 

Tabela 3: Proporção de Primos na Imagem sobre Primos no Domínio 

n Proporção de Primos Imagem/Domínio 

40 3.333 

100 3.480 

1000 3.464 

10000 3.377 

100000 3.335 

1000000 3.326 

Vale ainda notar que a proporção de números primos na imagem sobre o número de 
primos no domínio pouco se altera pelas linhas da tabela, embora esteja sempre decres¬ 
cendo após n — 100, o que pode signiâcar que essa disparidade continuará se amenizando 
para um n suficientemente grande. 

Uma versão da Espiral de Ulam, que tem o número 41 como centro, apresenta os 
valores de P(n) na diagonal /*, pois a distância P(n + 1) — P(n) — 2n Mn <G N coincide 
com a distância entre os pontos desta diagonal da espiral. 


Imagem 2: Parte da Espiral de Ulam Centrada em 41 
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A visível concentração de primos em diagonais é uma característica marcante da Es¬ 
piral de Ulam original, centrada em 1. Nesta variação, os primos se concentram especial¬ 
mente em uma delas no intervalo analisado. E possível que, assim como na original, esta 
espiral mantenha este padrão para grandes intervalos numéricos, o que implicaria em P(n) 
continuar produzindo primos com grande frequência mesmo que para n suficientemente 
grandes. 

3.2 Polinómios, P.A. de Ordem Superior e Comentários 

Segundo o Teorema de Green-Tao, a sequência de números primos contém progressões 
aritméticas arbitrariamente longas. Para todo número natural k, existe pelo menos uma 
P.A. com k termos composta apenas por primos. Portanto, para todo número natural k, 
existe um polinómio do primeiro grau que produz k primos distintos em sequência. 

As perguntas a serem discutidas agora são: “Existem sequências arbitrariamente gran¬ 
des de primos que formam uma P.A. de ordem superior?”e “Quais padrões somos capazes 
de reconhecer na sequência de números primos?”. 

Uma progressão aritmética de ordem superior é como uma P.A. qualquer, mas a sua 
lei de formação não é um polinómio de grau um, como a n = An — 2, mas sim um polinómio 
de grau maior ou igual a 2, como a n = 2 n 2 — 4n + 13. 

Para se encontrar o termo geral a n de uma P.A. de ordem 2, basta criar uma P.A. de 
subtração (a 2 — oq, a 3 — a 2 , a 4 — a 3 , ...) = (íq, b 2 , b 3 , ...) a partir da original e calcular 

ct n = 'y ' b n + cti 

Vejamos um exemplo: 

Seja A — (11,13,19,29,43,...). Temos que oq = 11 e que B = (13 — 11,19 — 13, 29 — 
13,43 — 29,...) = (2, 6,10,14,...) é a P.A. de subtração. O termo geral b n = r(n — l) + bi = 
4n — 2 e 

a n = J^(4 n - 2) + 11 = 2 (n - l)n - 2(n - 1) + 11 = 2 n 2 - 4n + 13 


A partir deste método é possível chegar ao termo geral de progressões aritméticas de 
qualquer ordem n desde que se tenha termos o suficiente, aplicando-o (n — 1) vezes ou 
caso se saiba o termo geral da progressão obtida pelas subtrações. 

Os Polinómios Geradores de Primos que vimos anteriormente são nada mais do que a lei 
de formação de progressões aritméticas de ordem superior. A busca por estes polinómios 
é, na verdade, uma busca por padrões cognoscíveis na sequência de primos. Fosse o grande 
objetivo encontrar um polinómio qualquer que passasse por um grande número de primos, 
bastaria fazer uma interpolação e teríamos um polinómio gigantesco e inestético passando 
pelos primeiros n primos, mas nada se ganharia com isso. A interpolação de 40 pontos 
quaisquer com primos no eixo vertical geraria frequentemente polinómios de grau próximo 
a 40, enquanto o Polinómio de Euler apresenta grau 2. 
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Abaixo, um polinómio que interpola os 10 primeiros primos em ordem crescente, feito 
com o auxílio do WolframAlpha: 

_ 79a: 9 65a; 8 4579x 7 145x 6 336347x 5 77005x 4 23194097a; 3 663029x 2 126622x 

120960 + 2016 6720 + 18 5760 + 288 30240 + 504 105 + 



Imagem 3: Um Polinómio Interpolador 

Um outro polinómio, há pouco citado e muito mais simples, também é capaz de 
interpolar exatamente 10 primos distintos, em ordem crescente e no mesmo intervalo 
de n: P(n) = 2 n 2 — 4n + 13. 



Imagem 4: P(n) = 2 n 2 — 4n + 13 

Até o momento, tentar achar uma fórmula para a sequência de primos como um todo 
não parece ser a melhor opção. Os resultados não são muito trabalháveis, como a função 
de Willans no início da seção 3. Os polinómios geradores de primos são criados a partir 
de subsequências com um padrão muito mais claro, fácil de ser entendido e estudado, são 
uma busca por simplicidade em um meio caótico. 

Os polinómios geradores de primos mais simples até podem ser encontrados acidental¬ 
mente, mas a maioria está suficientemente escondida para que só sejam encontrados por 
quem os sabe procurar, conhece alguns padrões dos números primos e alguns métodos 
computacionais. 

Aos poucos vamos descobrindo cada vez mais singularidades presentes no conjunto dos 
números primos, na esperança de que ele nos mostre algo intrínseco à matemática que 
criamos e que ainda não podemos ver. 
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